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Aplicações da Derivada

Antes de aplicar a derivada para resolver problemas de máximos e mínimos, precisamos de algumas definições. Vamos começar com os valores máximo e mínimo de uma função. 

· Máximos e Mínimos 


Os valores máximo e mínimo de uma função são chamados de extremos, ou valores extremos, da função.

· Máximo Relativo - a função f(x) tem um máximo relativo em um ponto x0 do intervalo I, se seu valor no ponto x0 é maior que em qualquer outro ponto x do intervalo I, ou seja,
( x ( I  ( f(x) < f(x0)  onde x0 ( é o ponto de máximo relativo





                               f(x0) ( é o máximo relativo de f(x)
· Mínimo Relativo - a função f(x) tem um mínimo relativo em um ponto x0 do intervalo I, se seu valor no ponto x0 é menor que em qualquer outro ponto x do intervalo I, ou seja,
( x ( I  ( f(x) > f(x0)  onde x0 ( é o ponto de mínimo relativo





                               f(x0) ( é o mínimo relativo de f(x)
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* Pontos de máximo relativo – b, d , f


* Pontos de mínimo relativo – c, e


· Máximo Absoluto – a função f(x) assume um valor máximo absoluto no ponto x0 , se f(x) < f(x0) para todo x ( I, isto é, os valores assumidos por f(x) em todo seu domínio são menores que f(x0) , é o extremo superior da imagem de f(x).
·  Mínimo Absoluto – a função f(x) assume um valor mínimo absoluto no ponto x0 , se f(x) > f(x0) para todo x ( I, isto é, os valores assumidos por f(x) em todo seu domínio são maiores que f(x0) , é o extremo inferior da imagem de f(x).
No gráfico acima, 

* f é o ponto máximo absoluto do intervalo [a, f] e f(f) é o máximo absoluto neste intervalo;

* c é o ponto mínimo absoluto do intervalo [a, f] e f(c) é o mínimo absoluto neste intervalo;

· Condição necessária para a existência de um valor extremo – se f(x) é uma função derivável e tem um ponto de máximo ou mínimo no ponto x0 , então f’(x0) = 0.
       Geometricamente, esta situação é representada por uma reta tangente horizontal no ponto x0.
        Logo, se a função f(x) é derivável para todos os pontos do eixo x, ela só pode ter valores extremos (máximo ou mínimo) unicamente nos pontos em que f’(x) se reduz a zero.

        A recíproca desta afirmação não é verdadeira, ou seja, a função pode não ter máximo nem mínimo no ponto em que a derivada é nula, como por exemplo, na função f(x) = x 3.
                                                                    y

                                                                                           y = x 3                                                   
                           

                                                                                       x                                                            

* a função é sempre crescente em (;
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 se anula para x0 = 0 ( 
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* x0 =  0 não é extremo de f(x) embora a tangente à curva seja paralela ao eixo x.


As raízes (zeros) da 
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 são os possíveis extremos de f(x). Essas raízes são denominadas pontos críticos da função.

Exemplo 1: Encontre os pontos críticos da função 
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· Funções Crescentes e Decrescentes

Uma função f é dita crescente em um intervalo se, para quaisquer dois números x1 e x2 neste intervalo,

x1 < x2 implica f(x1) < f(x2).

Uma função f é dita decrescente em um intervalo se, para quaisquer dois números x1 e x2 neste intervalo,

x1 < x2 implica f(x1) > f(x2).

A partir desta definição podemos concluir que uma função é crescente (respectivamente decrescente) se o seu gráfico cresce (respectivamente decresce) à medida que x se desloca para a direita. Se uma função é crescente ou decrescente em um intervalo, então f é monótona no intervalo. Uma função é dita estritamente mónotona em um intervalo se ela é sempre crescente ou sempre decrescente em todo o intervalo.13

Seja f uma função diferenciável no intervalo (a,b).
Teste para determinar          i)    Se 
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 para todo x em (a,b), então f é crescente em (a,b).
    se uma função é                 ii)   Se 
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 para todo x em (a,b), então f é decrescente em (a,b).
crescente ou decrescente       iii)  Se 
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 para todo x em (a,b), então f é constante em (a,b).

Observe que, se f é uma função contínua em (a,b), então sua derivada 
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 só pode mudar de sinal nos números críticos.14
Exemplo 2: Encontre os intervalos abertos nos quais 
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 é crescente ou decrescente.
· O Teste da Derivada Primeira
Uma vez localizados os intervalos nos quais uma função é crescente ou decrescente, é fácil determinar os seus extremos relativos. O próximo teorema, chamado de Teste da Derivada Primeira, torna explícita esta observação.


  Seja c um número crítico de uma função f contínua em um intervalo aberto I que contém c. Suponha que f é diferenciável em todo o intervalo I, exceto possivelmente em c. Então,

i) Se o sinal de 
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muda no ponto c, passando de negativo a positivo, f(c) é um mínimo relativo de f;
ii) Se o sinal de 
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muda no ponto c, passando de positivo a negativo, f(c) é um máximo relativo de f;

iii)  Se 
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 não muda de sinal no ponto c, então f(c) não é máximo relativo nem mínimo relativo de f
Demonstração Geométrica:
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            Mínimo Relativo                    Máximo Relativo        Nem Máximo nem Mínimo Relativo

Exemplo 3: Determine os pontos críticos de 
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 e use o Teste da Derivada Primeira para encontrar todos os máximos ou mínimos relativos da função. 

Exemplo 4:15Encontre os extremos relativos de 
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     O Teste da               





Derivada Primeira











13 A função f(x) = x3 é estritamente monótona em toda a reta real, pois ela é sempre crescente.





14 Roteiro para Determinar os Intervalos nos quais uma Função é Crescente ou Decrescente


(a)  Localize os números críticos de f em (a,b) e utilize os resultados para determinar os intervalos para teste.


Determine o valor de f ´(x) em um ponto de cada intervalo de teste.


Use o Teorema acima para decidir se f é crescente ou não em cada intervalo.








15 Roteiro para Determinar os Extremos de uma Função:


Ache f ´(x);


Ache os números críticos de f ;


Aplique o Teste da Derivada Primeira.
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